Piege a c...harges.

On dit qu’une particule élémentaire de masse m et de charge ¢, de poids négligeable devant la
force de Lorentz, est piégée si ses coordonnées x(t), y(t) et z(t) restent bornées quelles que soient les
conditions initiales.

Question 1 :

Montrer qu’un champ magnétique uniforme et stationnaire est incapable de piéger
une particule. On admettra que ce résultal se généralise pour tout champ magnétique
stationnaire, en l’absence de champ électrique.

On reconnait, a peine déguisé sous un maquillage sommaire, le probléme classique du mouvement
d’une charge dans un champ magnétique uniforme et stationnaire. En choisissant Oz parallele au champ,
—
—
on note B = Be, et
d7v - =
m—=quv ANB
dt
_

m(Ee; +iey+ie)=ql@e+iey +ie)ABe

soit en projetant

mi=qBy
my=—qBz
mz =10

Inutile de résoudre tout ce systeme pour répondre a la question posée : la résolution de la derniere
équation en notant zg et Zg les valeurs initiales de z et Z conduit a :

Z(t) = 2() t+ 20
et z(t) n’est borné que si 2y est nul donc pour une condition initiale particuliere. la particule n’est
donc pas piégée.

J’entends une petite voix qui murmure «comment résout-on déja les deux premieres équations ?»
Ne la laissons pas sans réponse.

La méthode la plus élégante consiste & introduire une variable complexe ((t) = &(t) + 1 y(t) (At-
tention! Rien & voir avec une amplitude complexe : ici Re(() = 4 et Im({) = y) puis & ajouter a la
premiere équation la deuxieme, préalablement multipliée par ¢ :

m(&+19) =qB(j—142) =qB(—*y—142) = —1gB (& +179)
m¢=—1gB(

que 'on résout aisément en :

C(t) = #(t) +15() = Go exp (—z qﬁt)

On peut choisir les axes de sorte que (p soit réel (on notera plutét vy dans ce cas)

(1) = ReC(t) = vp cos (qut>

y(t) = ImC(t) = —vo sin (‘ﬁnm)

Et une seconde intégration, en choisissant 1’origine a la position initiale de la charge, donne :

Bt
2(t) = TZ;; sin <qm>




La pulsation w, = ¢ B/m qui apparait ici est traditionnellement appelée «pulsation cyclotron» pour
la simple raison qu’un cyclotron est un dispositif dans lequel on fait justement tourner en rond des
charges grace a un champ magnétique au lieu qu’elles s’en aillent bétement tout droit a l'infini.

Question 2:

On considére maintenant une unique particule positive placée, en l’absence de champ
magnétique dans un champ électrique stationnaire E(w, y,z) dérivant du potentiel électrique
V(z,y,z). Par une approche énergétique, justifier — sans calculs — que la particule est
piégée prés de Uorigine O si le potentiel y est maximal. Qu’en déduit-on pour les dérivées
premiéres et secondes de V 2 Montrer, en pensant a l’équation de Maxwell-Gauss, que
c’est impossible a réaliser.

L’énergie d’une particule en interaction avec un champ est £ = —q V. Si cette énergie est minimale
en O donc V maximal, alors O est position d’équilibre stable et la particule sera rappelée vers O si elle
s’en écarte, ¢a ressemble diantre bien a un piégeage. V est maximal en O si ses dérivées premieres y
sont nulles et ses dérivées secondes strictement négatives.
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La charge q est la seule dans la région ; a elle seule, elle ne crée pas de densité volumique de charge
appréciable donc p = 0 et

0*vV. 9V 82V>

P 0=divE = —di dV) = —AV =
— =0=div ——1V(gra )—— = - 8x2+8y2+az2

€0

ce qui est incompatible avec des dérivées secondes strictement négatives.

Question 3:

On considére le champ dérivant du potentiel V(z,y,2) = Vo — a (2% + y?) + bz%. Montrer
que b =2a. Calculer le champ électrique correspondant. On admettra qu’un tel champ est
celui qui régne dans un condensateur dont les deux armatures sont des hyperboloides de
révolution, 'un ¢ une nappe, ’'autre a deux nappes, belle occasion de relire son cours de
géométrie.
o’V 9’V 9%V
0x? + Oy? + 022

—2a—2a+2b=0 = b=2a

Trop facile! Comme ci-dessus AV = = 0 et donc, tous calculs faits :

donc on a
V=Vy—az?—ay’+2az?

KEI = _?)Z =2azx
= oV
FE = Ey:—aiyZQG/y
1917
EZ = —E = —4(12

On aura bien stir remarqué que les dérivées premieres, donc le champ aussi, sont nulles en O qui
est alors position d’équilibre, certes instable ;



Question 4 :

On superpose au champ électrique précédent un champ magnétique uniforme B=8B €.
Mettre en équations le mouvement de la charge et résoudre dans le cas général. A quelle
condition la particule est-elle piégée ¢ Décrire le mouvement.

Cette fois R
m v
dt

—_ - =
=q(E+ v AB)
et les calculs se ménent comme ci-dessus, on projette :

mi=qBy+2qax
miy=—qBt+2qay

mz=—-4qaz

Pour z(t), on trouve, si a est positif, un mouvement sinusoidal de pulsation wy avec wg =4qa/m,
sinusoidal donc borné. Si a est négatif, le mouvement est exponentiel donc non borné : le piege n’est
possible qu’avec a positif, ce que nous supposons désormais.

Sur Ozy, introduisons la variable & = x(t) + 2 y(t), réalisons la méme combinaison linéaire que plus
haut, en posant w. = ¢ B/m (pulsation«cyclotrony), on arrive aisément a

.1
E= —rw b+ s ube
. L1,
§+zwcf—§w0§:0

qui est une équation linéaire homogene dont les solutions sont combinaisons linéaires d’exponentielles
dont les coeflicients sont solutions de

1
X2+zch—§w§:0

dont le discriminant est
A= —w?+ 20t

qui est réel. S'il est positif, 'une des racines est —1w./2 + VA /2 qui correspond a

£(t) = exp (\/2&) exp ( ‘”;’f)

c’est-a-dire & une pseudo-sinusoide d’amplitude croissant exponentiellement : le mouvement n’est
pas borné. A l'inverse si A est négatif, les solutions de 1’équation résolvante sont les imaginaires purs
—1we/241+/(—A)/2 qui correspondent & ¢ exponentiel imaginaire et donc x(t) et y(t) respectivement
un cosinus et un sinus : il s’agit d’'un mouvement circulaire, donc borné. On veut donc A négatif, soit
2wi inférieur & w? et a inférieur &

Qe =

8¢

Le mouvement complet combine dans le plan xOy deux mouvements circulaires de vitesses et rayons
différents (cf les maneges de la foire du Trone) et un mouvement sinusoidal selon Oz. La figure qui suit :



en est, en perspective, un exemple arbitraire mais plutét esthétique.



